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Изучается дифференциальное уравнение 
конвекции-диффузии, вытекающее из системы 
уравнений Сен-Венана, описывающей 
нестационарное движение воды в русле реки. 
Рассматриваются аналитический метод решения 
исследуемого уравнения с постоянными 
коэффициентами и численный метод решения 
системы уравнений с переменными 
коэффициентами. Приведены результаты тестовых 
расчетов, выполненных для участков русла реки 
Кубань 

Diffusion-convection equation that has been received 
from Saint-Venant differential equation system 
describing nonstationary fluid motion in a river canal 
is investigated. Analytical method is considered for the 
solution of equation with the fixed factors and finite-
difference method is considered for the solution of 
equation system with the float factors. The results of 
test calculations executed for a reaches of the river 
Kuban are presented 
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1. Постановка задачи 

Важной задачей гидравлики открытых потоков является построение 

и изучение математической модели движения жидкости, которая позволяет 

осуществить расчет и прогноз основных характеристик речного стока. 

Движение потока в открытом русле в общем случае является 

неустановившемся и характеризуется изменением во времени параметров 

потока в любом створе. Значительный интерес для практических целей 

представляет расчет величин расхода и уровня воды в русле реки. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений Сен-Венана для  

неустановившегося плавно изменяющегося движения жидкости, которая 

представляет собой объединение уравнений неразрывности  
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и динамического равновесия [1]: 
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при заданных начальных 

 )()0,( 0 xxQ σ= , )()0,( 0 xxh γ= ,  (1.3)  

и граничных 

 )(),0( 1 ttQ σ= , )(),0( 1 tth γ= , (1.4) 

 )(),( 2 ttlQ σ= , )(),( 2 ttlh γ=  (1.5) 

условиях, где t  – время, Tt ≤≤0 , constT = , x  – пространственная 

координата, ориентированная по направлению движения, lx ≤≤0 , 0 , l  – 

границы рассматриваемого бесприточного участка реки, J  – уклон дна 

русла, g – ускорение свободного падения, b  – ширина русла, )(hK – 

расходная характеристика русла, ),( txh  – глубина русла, ( , )v x t – средняя 

скорость воды в сечении русла в точке x  в момент времени t , ),( txQ – 

расход воды в указанном сечении. 

Члены уравнения (1.2) при различных условиях движения жидкости 

имеют различную относительную значимость [2]. Анализ паводков 

показывает, что даже при значительном изменении во времени и по длине 

реки скорости потока в период прохождения паводка величина двух 

первых членов в уравнении (1.2) не превышает 10-5. В то же время, 

величины уклонов дна J  и трения 2

2

K
Q  для рек горных и предгорных 

районов составляют, примерно, 10-3, например, известно, что уклон дна 

реки Кубань в предгорной зоне превышает эту величину. Поэтому при 

исследовании и прогнозировании паводковых ситуаций в руслах горно-

равнинных рек можно не учитывать в (1.2) инерционные члены 
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1 , рассматривая систему уравнений Сен-Венана в виде: 
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Этот факт следует учитывать при построении и изучении 

математических моделей потока воды в руслах горно-равнинных рек.  

В работе Ж. А. Кюнжа, Ф. М. Холли, А. Вервея [2] указана 

возможность использования упрощенной системы уравнений Сен-Венана 

при исследовании и прогнозировании паводковых ситуаций, а также  

рассмотрено приведение системы (1.1) – (1.2) к уравнению конвекции-

диффузии. Однако, в предлагаемой модели не учтена зависимость глубины 

потока h  от времени t  и не описаны методы и алгоритмы решения 

полученного уравнения. Поэтому цель нашей работы – предложить метод 

аналитического решения системы уравнений (1.6) – (1.7), указать условия 

применимости предлагаемого метода, разработать алгоритм численного 

решения рассматриваемой системы методом расщепления, выполнить 

расчеты характеристик потока по указанным методам на участках русла 

реки Кубань. 

 

2. Аналитический метод решения системы уравнений Сен-

Венана 

Пусть в (1.6) constb = . Продифференцировав левую и правую части 

уравнения (1.6) по x , уравнения (1.7) – по t , и учитывая, что 

  







∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

x
Q

bdh
dK

t
h

dh
dK

t
K 1 , 

систему уравнений Сен-Венана (1.6), (1.7) сведем к дифференциальному 

уравнению в частных производных второго порядка [2]: 
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Уравнение (2.1) представляет собой дифференциальное уравнение 

конвекции-диффузии с коэффициентом диффузии a
bQ
K

=
2

2

 и скоростью 

конвекции для расхода b
dh
dK

bK
Q

= .  

Если выполняется одно из условий:  

 C
h
KK =

∂
∂ ln2 , constC = ;  21

2 ChCK += , 1,2C const= , (2.2) 

то при малых h , 1h ≤ м, уравнение (2.1) преобразуется к уравнению с 

постоянными коэффициентами ( constа = , constb = ):  

 
x
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. (2.3) 

В этом случае может быть построено аналитическое решение 

уравнения (2.3), удовлетворяющее начальным и граничным условиям для 

расхода воды в русле реки (1.3) – (1.5). 

Введем в рассмотрение функцию ),( txu , удовлетворяющую условию 

 ),(),(),( txutxqtxQ += ,  

где ( ))()()(),( 121 tt
l
xttxq σσσ −+= . Тогда задача построения ),( txQ  

сводится к задаче построения решения уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами 
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и однородными граничными условиями  

 ( )xxxu 0)()0,( σϕ == , (2.5) 

 0),0( =tu , (2.6) 

 0),( =tlu , (2.7) 
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где )(0 xσ  – заданная функция. 

Решение задачи (2.4) – (2.7) будем искать методом Фурье. 

Представим ),( txu , ),( txf , )(xϕ  в виде тригонометрических рядов: 
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Вычислив значения частных производных xu , tu , xxu  и подставив в 

(2.4), после преобразований найдем: 
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где 
2

2

2
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. 

 

3. Численный метод решения системы уравнений Сен-Венана  

Рассмотрим начально-граничную задачу, представляющую собой 

объединений уравнений конвекции-диффузии (2.1) и уравнения 

неразрывности (1.1) при условиях (1.3) – (1.5).  

Численное решение рассматриваемой задачи целесообразно 

находить с помощью неявной разностной схемы. Использовать явную 

схему нецелесообразно. При использовании явной схемы необходимо 

потребовать выполнения условия Куранта-Фридрихса-Леви [1], 

определяемого следующим соотношением между расчетным шагом по 

времени t∆  и шагом по длине s∆ : 
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ghv

st
+
∆

≤∆ .  

Это условие подразумевает небольшой расчетный шаг по времени ( t∆  не 

должно превосходить нескольких минут), что при исследовании 

паводковых ситуаций, учитывая время их протекания, явно недостаточно.  

Построим решение рассматриваемой задачи методом расщепления ее 

по физическим процессам [3].  

Разобьем интервал [ ]T,0  на частичные интервалы ],( 1+jj tt , nj ,...,1,0=  

точками nttt <<< ...10 , 00 =t , Ttn = . Учитывая, что  

 3/5)( h
n
bhK = , 

где n  – коэффициент шероховатости, построим решение на интервале 

],( 1+jj tt  задачи  
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 0
0 σ=Q , 0

0 γ=h  при jtt = , 0=j ; (3.3) 

 jj QQ ~= , jj hh ~=  при jtt = , nj ,1= ; (3.4) 

 1σ=jQ , 1γ=jh  при 0=x ; (3.5) 

 2σ=jQ , 2γ=jh  при lx = ; (3.6) 

описывающей процесс конвекции для расхода [2], и задачи  
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 10~ QQ = , 10~ hh =  при jtt = , 0=j ; (3.9) 
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 1~ += jj QQ , 1~ += jj hh  при jtt = , nj ,1= ; (3.10) 

 1

~ σ=jQ , 1

~
γ=jh  при 0=x ; (3.11) 

 2

~ σ=jQ , 2

~
γ=jh  при lx = , (3.12) 

описывающей процесс диффузии для расхода. 

Учитывая аддитивность процессов конвекции и диффузии на 

достаточно малом интервале ],( 1+jj tt , найдем приближенное решение 

общей задачи (1.1), (1.3) – (1.5), (2.1): 1~~ += jQQ , 1~~ += jhh .  

Также, решения задач (3.1) – (3.6) и (3.7) – (3.12) находим на каждом 

из интервалов ],( 1+jj tt .  

Построим решения каждой из рассматриваемых задач (3.1) – (3.6) и 

(3.7) – (3.12) конечно-разностным методом. Введем в области 

( )TtlxD ≤≤≤≤ 0,0  сетку  ( ){ }KjNijtisx jiss ,...,1,0,,...,1,0,, =====×= τωωω ττ , 

N
ls = , 

K
T

=τ . 

Обратимся к задаче (3.1) – (3.6). Аппроксимируем производные в 

(3.1) – (3.2) разностными отношениями: 
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j
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≈
∂
∂ . 

Тогда, неявная разностная схема построения решения (3.1) – (3.6), 

определенная на четырехточечном шаблоне, имеет вид: 

 0
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1 1
1

1
1
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hh j
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τ
,  (3.14) 

 1,...,2,1 −= Ni , 1,...,1,0 −= Kj ; (3.15) 

 ( )ii xQ 0
0 σ= , ( )ii xh 0

0 γ= , Ni ,...,1,0= ; (3.16) 

 ( )11
1

0 +
+ = j

j tQ σ , ( )11
1

0 +
+ = j

j th γ ,  (3.17) 
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j
N tQ σ , ( )12

1
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+ = j
j

N th γ , 1,...,1,0 −= Kj . (3.18) 

Перепишем (3.13) – (3.18) в  матричном виде. Введем векторы 
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Тогда систему (3.13) – (3.18)  можно записать в виде: 
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jj
N t

t
Z

γ
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. (3.20) 

Система (3.19) линейна относительно искомого вектора 1+j
iZ . 

Поэтому ее решение на каждом из интервалов ],( 1+jj tt  можно искать 

методом линейной факторизации [4]: 
 i

j
ii

j
i ZZ βα += +

+
+ 1

1
1 , 1,...,1 −= Ni , (3.21)  

где iα  – матрица размерности 22 × , iβ  – двухкомпонентный вектор. 
Прогоночные коэффициенты вычисляются по формулам: 

 ( ) j
i

j
ii

j
ii ABA 1

1

111 +

−

+++ ⋅−= αα ,  ( ) ( )j
ii

j
i

j
ii

j
ii FABA 11

1

111 ++

−

+++ +⋅−= βαβ ,  (3.22) 

 1,...,2,1 −= Ni . 
На первом этапе выполним прямую прогонку по рекуррентным 

формулам (3.22) и определим значения прогоночных коэффициентов  

ii βα ,  для всех внутренних точек области, пользуясь начальными 

условиями 
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00

1α , 
( )
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11
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1

j

j

t
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σ

β . Затем, с помощью краевого условия 

( )
( )








=
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++

12

121

j

jj
N t

t
Z

γ
σ

, выполним обратную прогонку и вычислим 1+j
iZ , 

1,...,2,1 −−= NNi , по формуле (3.21). 

Метод матричной прогонки устойчив по отношению к случайной 

ошибке, если для рассматриваемой задачи выполнены условия  

 ( ) 111 ≤−+ −−
iiii ABAB , (3.23) 
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где 
x

Ax
А

x 0
sup

≠
=  – матричная норма, индуцированная векторной нормой 

х , введенной в линейном n-мерном пространстве. Для случая евклидовой 

нормы 













= ∑

=

2/1

1

2n

j
jxх  имеем 1µ=А , где iµ – сингулярные числа 

матрицы А, которые представляют собой неотрицательные квадратные 

корни собственных значений симметрической матрицы А·АТ 

( 0...21 >≥≥≥ nµµµ ). 

Для рассматриваемой задачи (3.13) – (3.18) условие (3.23) 

устойчивости и корректности метода прогонки имеет вид:  

 j
i

j
i Qtsbh 53 ≥ .  

Аналогичным образом построим решение задачи (3.7) – (3.12). 

Производные в (3.7) – (3.8) аппроксимируем конечными разностями: 

 
τ

j
i

j
i QQ

t
Q ~~~ 1 −

≈
∂
∂ +

; 
τ

j
i

j
i hh

t
h ~~~ 1 −

≈
∂
∂ +

;  

 
s
QQ

x
Q j

i
j

i

2

~~~ 1
1

1
1

+
−

+
+ −

≈
∂
∂ ; 2

1
1

11
1

2

2 ~~2~~

s
QQQ

x
Q j

i
j

i
j

i
+

−
++

+ +−
≈

∂
∂ . 

Тогда (3.7) – (3.12) примет вид: 

 0
2

~~1~~ 1
1

1
1

1

=
−

+
− +

−
+

+
+

s
QQ

b
hh j

i
j

i
j

i
j

i

τ
, (3.24) 

 ( ) 0
~2~

~
~

2
1~~

2

1
1

11
1

2

3
10

1

=
+−

⋅−
− +

−
++

+
+

s
QQQ

Qn
hbQQ j

i
j

i
j

i
j

i

j
i

j
i

j
i

τ
, (3.25) 

 1,...,2,1 −= Ni , 1,...,1,0 −= Kj ; (3.26) 

 ( )ii xQQ =0~ , ( )ii xhh =0~ , Ni ,...,1,0= ; (3.27) 

 ( )11
1

0

~
+

+ = j
j tQ σ , ( )11

1
0

~
+

+ = j
j th γ ,  (3.28) 

 ( )12
1~

+
+ = j

j
N tQ σ , ( )12

1~
+

+ = j
j

N th γ , 1,...,1,0 −= Kj . (3.29) 
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Перепишем систему (3.24) – (3.29) в матричном виде:  

 j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i FZCZBZA ~~~~~~~ 1

1
11

1 −=+− +
+

++
− , (3.30) 
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i xh
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( )








=
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111
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~
j

jj

t
t

Z
γ
σ

, 
( )
( )








=

+

++
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121~
j

jj
N t

t
Z

γ
σ

,  (3.31) 

где 







=

j
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j
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i h
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~
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~
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 −
=
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01
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~

3
10

s
hbs

C j
i

j
i

τ , ( ) 







= 22 ~

~
~

j
i

j
ij

i Qn
hb

F . 

Решение (3.30) как и (3.19) будем искать методом линейной 

факторизации:  

 i
j

ii
j

i ZZ βα ~~~~ 1
1

1 += +
+

+ , 1,...,1 −= Ni , (3.32)  

iα~  – матрица размерности 22 × , iβ~  – двухкомпонентный вектор. 
Рекуррентные формулы для прогоночных коэффициентов имеют 

вид: 

 ( ) j
ii

j
i

j
ii CAB 1

1

111

~~~~~
+

−

+++ ⋅−= αα ,  ( ) ( )i
j

i
j

ii
j

i
j

ii AFAB βαβ ~~~~~~~
11

1

111 ++

−

+++ +⋅−= ,  (3.33) 

 1,...,2,1 −= Ni . 

Найдем nn βα ~,~ , с начальными условиями  







=

00
00~

1α , 
( )
( )








=

+

+

11

11
1

~
j

j

t
t

γ
σ

β . 

Используя краевое условие 
( )
( )








=

+

++

12

121~
j

jj
N t

t
Z

γ
σ

, выполним обратную прогонку 

и вычислим 1~ +j
iZ , 1,...,2,1 −−= NNi , во внутренних точках 

рассматриваемой области по формуле (3.32). 

Условие устойчивости и корректности метода матричной прогонки 

по отношению к случайной ошибке 

 ( ) 111 ≤+ −−
iiii СBAB  

в данном случае можно свести к выполнению неравенства τ>bs . 
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4. Результаты расчетов, выполненных для некоторых участков 

русла реки Кубань 

Применим предложенные выше методы решения системы уравнений 

Сен-Венана для расчета основных параметров паводковой волны в русле 

реки Кубань. 

Вычислим эти характеристики с помощью аналитических методов, 

указанных в пункте 2, на участке, расположенном между гидропостами на 

хуторе Дегтяревском и в селе Успенском. Данный участок находится в 

предгорной зоне реки Кубань. Средняя величина уклона дна на 

рассматриваемом участке изменяется от 2,7·10-3 до 1,8·10-3, что позволяет 

использовать для описания движения паводковой волны уравнение (2.3). 

В качестве исходных данных для определения )()0,( 0 xxQ σ= , 

)(),0( 1 ttQ σ= , )(),( 2 ttlQ σ=  используем результаты измерения расхода 

потока, проведенные в июне 1985 года [5]. Для их обработки была 

использована прикладная статистическая программа DataFit, позволяющая 

построить аппроксимирующую функцию с наибольшим значением 

коэффициента детерминации. Согласно проведенным расчетам 

4610739,2100606,6)( 4210
0 +⋅−⋅= −− xxxσ ;

779,45104,110663,7100552,2)( 4210315
1 +⋅+⋅−⋅= −−− ttttσ ;

746,2410294,210285,910956,1)( 4210315
2 +⋅+⋅−⋅= −−− ttttσ . 

Длина рассматриваемого участка по руслу реки 90000=L м, ширина 

русла 70=b м. Коэффициент шероховатости находим по справочным 

таблицам [6]: 04,0=n .   

Полученное по формуле (2.8) аналитическое решение позволяет 

найти значение расхода потока воды в произвольный момент времени t  в 

любом интересующем створе рассматриваемого участка русла реки. На 

рисунке 1 представлен график решения задачи (2.3), (1.3) – (1.5) (период 
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времени равен пяти дням). 
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Рис. 1. Зависимость расхода потока Q  от времени t  и координаты x  

 

Алгоритм численного решения задачи (1.1), (1.3) – (1.5), (2.1), 

описанного в п.3, реализован в программном продукте, написанном в среде 

Maple. Расчетным выбран участок реки Кубань, длиной 100000=L м, 

расположенный между городом Армавиром и станицей Темижбекской. 

Ширина русла  на рассматриваемом участке 140=b м, коэффициент 

шероховатости 04,0=n .  

Для задания начально-граничных условий (1.3) – (1.5) были 

использованы результаты измерений расхода Q . Значения h  были 

определены с помощью соотношения: 

 byyyh −+= 0 , 

где ( )xy0  – ноль поста относительно уровня моря, ( )txy ,  – функция, 

значение которой в момент t  в точке x  совпадает с уровнем воды в русле, 

( )xyb  – отметка дна относительно уровня моря [5]. 

Величина нуля поста и уровень воды на нем в различные моменты 
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времени t  в различных точках x  можно определить с помощью таблиц [5]. 

Отметку дна можно определить по результатам нивелирования, 

осуществляемого с помощью картографической системы GoogleEarth [6]. 

Для рассматриваемого участка русла при 21600=τ с, 10000=s м, 

краевые условия имеют вид: 

























































































=

1,1
5,98

117,1
7,99

13,1
101

15,1
3,102

17,1
6,103

18,1
8,104

2,1
1,106

217,1
4,107
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7,108

25,1
1100Z ; 

































































=

19,3
250

4,2
193

95,1
160

68,1
140

5,1
128

37,1
118

25,1
110

0Z ;  

































































=

51,2
200

01,2
160

7,1
140

49,1
126

34,1
116

22,1
107

1,1
5,98

NZ . 

Результаты расчетов Q , h , выполненные по схеме (3.1) – (3.12), 

представлены на рисунках 2, 3. 

  
 Рис. 2. Гидрографы потока )(tQ  (на участке реки Кубань)  
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Рис. 3. Зависимость глубины потока h  от времени t  (на участке реки 

Кубань) 
Заключение 
Проведено исследование математической модели неустановившегося 

движения жидкости в русле реки, представляющей собой систему 
уравнений Сен-Венана. Рассматриваемая система приведена к уравнению 
конвекции-диффузии, которое при некоторых дополнительных 
ограничениях на глубину потока, допускает аналитическое решение. 
Предложен алгоритм численного решения системы уравнений Сен-Венана 
методом расщепления.  

Изложенные в работе результаты позволяют осуществлять расчет 
основных гидрологических характеристик потока жидкости в русле горно-
равнинной реки. 
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